3. cviceni - TeSeni

Priklad 1 (a) f(z,y) = /|zy|, a = [1, —2]
D(f) =R?

Vlyl, x>0,
f(%y): O, Q?:O,

Vv —zly|, =<0.

f je spojita v proménné z i v proménné y - pouzijeme pro vypocet derivaci v nulach.
Pro y # 0 plati nasledujici.

|y
2/ x|yl

—y|

2/ —zly|
lyl  y

, 1
= + = 1 ! = 1 = 1 i

/ — — 1
v=0 = £7(0y)= lim file) = lim o = oo i o

>0 = fi(z,y) =

<0 = fi(z,y) =

= —00

Plati, zef..(0,y) pro y # 0 neexistuje.

Je-li y = 0, pak f(x,y) = 0. Z definice vyplyva, Ze f.(x,0) = 0 pro libovolné = € R.
Jelikoz f(z,y) = f(y,z), tak plati fy(z,y) = f;(y,z). Proto plati nasledujici.

Pro x # 0 plati:

|z|
>0 = fl(z,y) =
y fy(z,y) N
y<0 = fy(z,y) = el
2v/—ylz|

Dale f;(x,0) pro x # 0 neexistuje a f;(0,y) = 0 pro libovolné y € R.
Tecna rovina: pocitejme z definice.

T(x,y) = f1,-2) + fo(1,-2) - (x = D)+ f(1,-2) - (y = (-2)) =

i =A o  y e _
=1 ( 2)!+2 e ( 1)+2 7 (y+2) =
B (x—1) —-y-—2
=2+ 7 + e

Priklad 1 (b) f(z,y) = \/y?> — arcsinz, a = [0, 1].
D(f) = [Jz| < 1,y?—arcsina > 0] = [z € [-1,0]]U[z € (0,1],y* > arcsinz] = [z € [-1,0]]U[z €
(0,1],y € (—o0, —Varcsin ] U [v/arcsin z, 00)]
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R

T2

D(f):

-1
2\/y2 —arcsinz - V1 — 22

pro z € (—=1,1),y? > arcsinx

falz,y) =

Parcialni derivaci podle  nemé smysl pocitat ve vynechanych bodech(definiéni obor neobsahuje
vodorovnou tse¢ku kolem nich).

Y

\/y? — arcsinx

Parcialni derivaci podle y nemé smysl pocitat ve vynechanych bodech az na pocétek, neb defini¢ni
obr neobsahuje svislou tse¢ku kolem nich.

Spoctéme jesté f'y(0,0) (nelze pocitat jako vyse, protoze odmocnina ve jmenovateli vychazi 0).

f jakozto funkce proménné y je v bodé [0, 0] spojita. Pouzijeme tedy Vétu 44 - ZS z minulého
semestru.

pro x € [—1,1],%? > arcsinz

folz,y) =

Limity vychazeji rizng, tedy f,(0,0) neexistuje.
Obé derivace jsou na okoli [0, 1] spojité, ma tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice
dostavame:

T(x,y) = f(0,1) + £,(0,1) - (x = 0) + £,(0,1) - (y = 1) =
1

-1
:v1—0+7-x+1-(y—1):y—§x

Piiklad 1 (c) f(z,y) = log(e® — el +2Wl) a = [1, 1]
D(f) = [¢* — ell¥2Wl > 0] = [ > el 2] = [3 > |z| + 2Jy]]
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D(f):

Pti vypoctu f; pro z =0 a f, pro y = 0 pouzijeme Vétu 44 - ZS z minulého semestru.

P (o) = _z\ml+2|y\ : % _ _elel 2l . gon(z) o £0
eo — 6|x|+2|y| e3 — elx\+2|y|
oy 1 e e el
L Oy) = Jig foley) = I, o rmon = o
U = U B
L Oy) = lim foloy) = M 5 mranl = & o
fz,/(%y) - —6;"’”|+2|y| ' 8375/‘ _ —elT T2l 25gn(y) proy # 0
e3 — elzl+2ly| e3 — elzl+2lyl
—9elzl+2lyl —9el7l

1+ . / .
z,0) = lim x = lim =
fy ( ’ ) y—0+ fy( 7y> y—0+ e3 — elzl+2lyl e3 — elzl

9elel+2ly] 9¢lel

— IRT] / IRT
fy (@,0) = Hm fy(@.y) = Im = omsn = @ on

Derivace f;(0,y) a f,(x,0) neexistuji.
1
'3

T(ﬂf’y):f(l,;)jtf; (1;> (z—1)+ f) <1;> : <y—;> -

—e? —2¢? 1
=10g(63—62)+-(w—1>+_ez'<y_> B

Obé derivace jsou na okoli [1, 3] spojité, ma tedy smysl uvaZovat tetnou rovinu. Z definice

dostavame:

e3 _ 2 3

:]og<63—€2>—eil(x_1)_ - (y_;>

Piiklad 1 (d) f(x,y) = arccos(x — cosy), a = [1,0]
D(f) =[xz —cosy € [-1,1]] = [z € [-1 + cosy, 1 + cosy]]
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—1
y) = ,—1l+cosy <ax<14cosy
\/1—(x—cosy)2
-1 0 1) - (—siny
y) = -((T(x—cosy) LD )_
\/1—(:U—cosy)2 Y \/1— (z — cosy)?
—siny

,—14+cosy <x <14 cosy

B \/1—(x—cosy)2

Ve vynechanych bodech nemé smysl derivace pocitat - vyjma bodi [0, k7], k € Z. Zde pouZijeme
opét Vétu 44 - ZS z minulého semestru.

Sy (0,km) = lim f,(0,y) = lim e T —siny () lim (—1)F = (—1)F!

y—km+ y—kr+ (/1 —cos2y  y—km+ | sin y| y—km+

. L i s1ny analoglckyk Q) i 1 E_ (_1\k
fy (07 7T) y_in}r f (0 y) y_ﬂgﬂ_ ‘S1ny| y—ig;—( ) ( 1)

| siny| siny

siny < 0 proy € (k7r, (k—i—i) 7r) = =Sy _ =siny 9 piché

| siny| —siny

o). {siny >0 proy € (k7r, (k + i) 7r) = —siy _ —siny 90 pogude

fy(0, k) neexistuje.
Obé derivace jsou na okoli [1,0] spojité, ma tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice
dostavame:

T(z,y) = f(1,0) + fz(1,0) - (x = 1) + f,(1,0) - (y = 0) =
-1 sin 0 T

-1+ =T
=5 @V A= V=3 v

= arccos(0) +

Priklad 1 (e) f(z,y) = /4% — 23, a =0,2]
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D(f)y=[°>2*)=[z <0 U]yl > Va,z > 0] =
=z <0JU[y < —Vz,z>0]U[y > Va],z > 0]

-

D(f):
—3a2
2,y) = ——————, x < y?
61/°
'z, < y?
Ty(@.9) = 3 o <Y

7 vynechanych bodi mé smysl zkoumat pouze derivaci podle proménné y v pocatku, zbylé
parcidlni derivace nemé smysl pocitat, nebot funkce neni definoviana na zadné tsecce prislusného
sméru. Pocitdme opét dle Véty 44 - ZS minulého semestru.

"7(0,y) = lim f/(0,y) = lim 6—y5 = lim 6—1}5 = lim 3y =0

y y—04 Y y—=0+ 23| yo0+ 2y3  y—=0+

_ : . 6y° o 6y° :

/ = 1 / = l —_— = 1 —_— = 1 - 2 -
O = g [0 = g g =l S = Jim s =0

Tedy f1(0,0) =0
Obé derivace jsou na okoli [0,2] spojité, ma tedy smysl uvazovat te¢nou rovinu. Z definice
dostavame:

T(z,y) = f(0,2) + £(0,2) - (x = 0) + £,(0,2) - (y — 2) =
5

6-2
:\/2>6+0-a:+72 \/2>6~(y—2):8+12-(y—2)

Priklad 1 (f) f(z,y) = max{y —cosz,0}, a = [0, 7]
D(f) =R?
flzy) =

0, y—cosx <0

y—cosz, y—cosx > 0.
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Parcialni derivace funkce lze vzdy (z definice) pocitat na pouze na otevienych mnozinach. Funkci
f tedy mitizeme zderivovat na otevienych mnoZinach [y — cosxz < 0], [y — cosxz > 0] (oteviené dle
Véty 11 z 2. cviceni).

fol@,y) = 0= f)(x,y),y —cosz <0
fi(z,y) =sinz,y —cosx >0
fl(z,y) =1,y —cosz >0

BV N S
w W

==

[y —cosz < 0] = [y < cosxl:

Ve vynechanych bodech - tj. v bodech mimo mnoziny [y —cosz < 0], [y —cosz > 0], tj. v bodech
[y = cosz] - poc¢itame opét dle Véty 44 - ZS minulého semestru. Necht k € Z.

K pouziti Véty 44 - ZS z minulého semestru bude potieba znat v danych bodech, ve kterych
smérech m4 parcidlni derivace jaky predpis. Vizte pomocny obréazek nize.

zom mn GEe ca  eccec Bl o
Zdev nevyba rvene casti je fL ('7' ’ U) = s, 'f'-‘/('l ; 'U) 1 bod | f; zleva | f zprava| f, shora| f; zdola

A sin .| sin z, ! 0

/ -\BK /\ B 0 |sinz,| 1 0
D I
= 0 m 27 1
\/ . @ C 0 d g

D sin x, 0 1 0

-2

Zde, ve vybarvené oblasti je fi(x,y) =0=f(x,y)

V bodech této kfivky je potieba derivace dopocitat

Proto je si rozdélime body nésledujicim zptisobem (body typu A, B, C, D), vizte nize.
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r € (2km, 2k + 1)) = fiF(z,cosx) = 1tlier fi(t,cosx) = lim sint =sinz
—x

t—x+

(
x € (2km, (2k+ 1)7) = fi (z,cosz) = tgm_ fi(t, cosz) = ltgm_O =0
I+ — Tim £ — 1 —
x € (2k+ 1w, (2k+2)7) = f," (z,cosx) = tgrggr fa(t,cosx) = tgrglcaJrO =0
e ((

2k + 1)m, (2k + 2)7) = fi (x,cosx) = tlim_ fi(t,cosx) = lim_ sint = sinx

2km = fit(x,cosx) = tEglJr fi(t,cosx) = EI;BF sint = sinx

r =2kt = fI"(z,cosx) = lim f.(t,cosz) = lim sint =sinz
t—x— —x—

— I+ T / T _
x=2k+1)r = f; (z,cosx) = tLII%’l+ fr(t,cosx) = tlirgl+0 =0

_ - — lim 1 _
x=2k+1)r = f; (z,cosx) = tkgl_ fr(t,cosx) = tggl_ 0=0

($ €08 x) t—>cosz+ fy(l', t) - t—>lc1§sﬂx+ 1=1
fy (z,cosz) = lim  fi(z,t)= lim 0=0

t—cos— t—cosz—

Derivace podle x tedy existuji jen v bodech [k, cos (k)] a vychézeji 0, derivace podle y neexistuji
nikde.

Obé derivace jsou na okoli [0, 7] spojité, ma tedy smysl uvazovat tetnou rovinu. Z definice
dostavame:

T(x,y) = £(0,m) + f(0,7) - (z = 0) + f,(0,7) - (y — ) =
=1—140+1-(y—m)=y—1

Pi#iklad 1 (g) f(z,y) = max{y + x, 23}
D(f) =R?

x3, B>yt
flz,y) = .

y+x, jinak.

ry)=1, 2®<y+a=
fy(@y) =0, 2°>y+ua
filwy) =1, 2°<y+uz
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Body, ve kterych se rist funkce y = 23

derivace, tedy ty, kde 322 — 1 = 0. Tedy jde o z = :I:%. Funkéni hodnoty jsou <i

:I:m?%:ig\[q:f f(i1$1):$%‘%. Jde tedy o hodnoty

Vygetfeme derivace v bodech kiivky y = 23

t—x+

— x méni v klesani a naopak jsou ty, kde je nulové

— x pomoci Véty 44 - 7S z minulého semestru.

x € <—oo,—\}§> U (%,oo) — i (2,2° —2) = hm fi(t,x + ) = lim 3t* = 322

—00, — 1 )U(\%,oo) — fé‘(:ﬁ,:p?’—x): hm fit,xd + )= lim 1=1

t—z—

S

t—z+

1 1
ve (- ms) = £t 0 = fim £ +a) = fim 1= 1

— fir(z,2® —2) = hm fi(t,x® +x) = lim 3t* = 322

t—z—

1 2 2
far (—, ) = lim f] (t, > = lim 1=1
3'3V3/) oL 3v3/) -l
_ 1 2 ) 2
-——=,——=|= lim f <t ) = lm 1=1
x J x 9
( 373v3/) -1 3V3) -
1 2 2
far (7_ ) = lim f, <t,— = lim 3t’=1
3 3v3 te%—&- 3V3 t—>%+
1 2 2
fa (7—> = lim f] (t, > = lim 3t*=1
‘ 3 3v3/) Ll 3V3) sl
(2 —x) = i 'z, t)= lim 1=1
Y (1’,-% 1') t—>:v13rnm+ fy (x’ ) t—>m13H—1z+
/— 3 . / .
7 (2,27 — 2) Jm fy (x,1) —>ml3n—133—0
Parcialni derivace existuji pouze v bodech [— 13, %] , [%, —%] podle z a vychéazeji 1.

Priiklad 3
Podivejte se na priklad 2 tu.
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